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1 Die fiinf platonischen Korper

Ein platonischer Korper ist ein Polyeder mit zueinander kongruenten regelméfigen Viel-
ecken als Seitenflichen, bei dem die Ecken von gleich vielen Kanten gebildet werden (und

unter sich gleiche Flachenwinkel einschliefen).

Korper Seitenflachen Anzahl der Fléchen
Flachen | Kanten | Ecken | pro Ecke
Tetraeder gleichseitige Dreiecke 4 6 4 3
Hexaeder Quadrate 6 12 8 3
Oktaeder gleichseitige Dreiecke 8 12 6 4
Dodekaeder | regelmifige Fiinfecke 12 30 20 3
Ikosaeder gleichseitige Dreiecke 20 30 12 D

1.1 Tetraeder

Tetraeder (griech.): tetraedron = Vierflichner
Das Tetraeder ist ein Korper mit vier kongruenten gleichseitigen Dreiecken als Flidchen,
sechs gleichlangen Kanten und vier Ecken, in denen jeweils drei Flachen zusammentreffen.

1.1.1 Formeln
Seitenfliiche A= %L\/g - a?
Oberfléche O =+3 a2
Hohe h = % - a
Volumen V:%-h-A:%\/ﬁ-a?’
Umkugelradius | Ry = }1\/6 -a
Inkugelradius R; = %\/6 a

Der Tetraederwinkel:
Die Verbindungsstrecken zwischen dem Tetraedermittelpunkt und zwei Ecken schliefien
jeweils einen Winkel ein, der als Tetraederwinkel 7 bezeichnet wird (7 = arccos(—3)).

1.1.2 Symmetrie

Das Tetraeder hat
e vier dreiziihlige Drehachsen (durch die Ecken und die Mitten der gegeniiberliegenden
Seitenflichen)



e drei zweizidhlige Drehachsen (durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten)
e sechs Symmetrieebenen (jeweils durch eine Kante und senkrecht zur gegeniiberlie-
genden Kante)

Die Tetraedergruppe hat 24 Elemente. Sie ist Untergruppe der Oktaedergruppe.

Die 24 Permutationsmoglichkeiten setzen sich zusammen aus 12 Drehungen:
e die identische Abbildung
e 8 Drehungen um 120° (4 dreizéhlige Drehachsen, 2 Moglichkeiten fiir den Drehsinn)
e 3 Drehungen um 180° (drei zweizdhlige Drehachsen),

sowie 12 Spiegelungen:
e 6 Ebenenspiegelungen (an 6 Symmetrieebenen)

e 6 Drehspiegelungen (Ebenenspiegelungen, jeweils kombiniert mit einer nachfolgen-
den 90°-Drehung)

1.1.3 Beziehungen zu anderen Polyedern

e Dualtitat

Das Tetraeder ist zu sich selbst dual (durch Verbinden der Flichenmittelpunkte
erhilt man wieder ein Tetraeder), wobei sich das duale Tetraeder in (verkleinerter)
zentralsymmetrischer Lage befindet.

e umschreibender Wiirfel
Das Tetraeder kann so in einen Wiirfel einbeschrieben werden, dass seine Ecken
zugleich Wiirfelecken und seine sechs Kanten Diagonalen der Wiirfelflichen sind. Das

Volumen dieses Wiirfels ist das Dreifache des Tetraedervolumens (a = dy; aw =
1 ) _ 1 3
5 2- a; VW =1 2-a )

e cinbeschriebenes Oktaeder

Dual dazu kann das Tetraeder einem Oktaeder so umbeschrieben werden, dass vier
der Oktaederflichen in den Begrenzungsflichen des Tetraeders liegen und die sechs
Ecken des Oktaeders die Mittelpunkte der sechs Tetraederkanten sind.

e quadratische Schnittfliche

Das regelméfige Tetraeder kann so in zwei Teile geschnitten werden, dass die Schnitt-
flache ein Quadrat ist. Die Teile sind kongruent.




1.2 Hexaeder

Hexaeder (griech.): hexdedron — Sechsflachner
Das Hexaeder (auch als Wiirfel bekannt) ist ein Kérper mit sechs kongruenten Quadraten
als Flachen, zwolf gleichlangen Kanten und acht Ecken, in denen jeweils drei Flichen

zusammentreffen.

1.2.1 Formeln
Seitenfliche A= a?
Oberflache O = 6a?
Volumen V=ad
Linge der Raumdiagonalen | d = /3 -

Umkugelradius

Innenkugelradius

1.2.2 Symmetrie
Das Hexaeder hat

vier Kantenmittelpunkte)
e drei vierzithlige Drehspiegelachsen (durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender Sei-

ten)

drei vierzihlige Drehachsen (durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender Seiten)
vier dreizéhlige Drehachsen (durch gegeniiberliegende Ecken)

sechs zweizédhlige Drehachsen (durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten)
neun Spiegelebenen (sechs Ebenen durch jeweils vier Ecken, drei Ebenen durch je

e vier dreizahlige Drehspiegelachsen (durch gegeniiberliegende Ecken)

e cine Punktsymmetrie zum Zentrum

Die Wiirfelgruppe hat 48 Elemente.

1.2.3 Beziehungen zu anderen Polyedern

e Dualitit

Das Hexaeder ist zum Oktaeder dual.

e cinbeschriebenes Tetraeder

o weitere Kérper mit der Oktaedergruppe, konstruiert aus Wiirfel und Oktaeder:

— den abgestumpften Wiirfel mit 6 Achtecken und 8 Dreiecken
— das Kuboktaeder mit 6 Quadraten und 8 Dreiecken, also 14 Seiten

— das abgestumpfte Oktaeder mit 6 Quadraten und 8 Sechsecken
— das Rhombendodekaeder mit 12 Rhomben als Seiten



1.3 Oktaeder

Oktaeder (griech.): oktaedron — Achtflichner

Das Oktaeder ist ein Korper mit acht kongruenten gleichseitigen Dreiecken als Fldchen,
zwolf gleich langen Kanten und sechs Ecken, in denen jeweils vier Fldchen zusammentref-
fen.

1.3.1 Formeln

Seitenflache A= }L 3 - a?

Oberfliche O=8-A=2/3-42
Hohe h=1V2-a
Volumen V:2-%~h-a2:§\/§-a3

Umkugelradius | Ry = 2 = % 2-a

Inkugelradius R; = %\/6 -a

1.3.2 Symmetrie

Das Oktaeder hat
e drei vierziahlige Drehachsen (durch gegeniiber liegende Ecken)
e vier dreizihlige Drehachsen (durch die Mittelpunkte gegeniiber liegender Fléchen)
e sechs zweizéhlige Drehachsen (durch die Mittelpunkte gegeniiber liegender Kanten)
e neun Symmetrieebenen (drei Ebenen durch je vier Ecken, sechs Ebenen durch jeweils
zwei Ecken und zwei Kantenmittelpunkte)
e cine Punktsymmetrie zum Zentrum

Die Oktaedergruppe ist gleich der Wiirfelgruppe (48 Elemente).

1.3.3 Beziehungen zu anderen Polyedern

e Dualitat
Das Oktaeder ist zum Hexaeder dual.

e reguldres Sterntetraeder

e weitere Korper mit der Wiirfelgruppe, konstruiert aus Wiirfel und Oktaeder




1.4 Dodekaeder
Dodekaeder (griech.): dodekdedron = Zwolfflachner
1.4.1 Formeln

Seitenfléiche A=1/254+10V5 - a?

Oberfliche O=12-A=3vV25+10V5 - a?
Fiinfeck-Hohe \/ 5+2v5) -
Volumen ‘Ri-A= i (154 7V5) -

Umkugelradius | Ry = }1\ /6(3++/5)-a
Inkugelradius | Ry = 5-1/5(50 + 22V/5) - a

1.4.2 Symmetrie

Das Dodekaeder hat
e sechs fiinfzéhlige Drehachsen (durch gegeniiber liegende Flichenmittelpunkte)
e zehn dreizihlige Drehachsen (durch gegeniiber liegende Ecken)
e fiinfzehn zweizihlige Drehachsen (durch Mittelpunkte gegeniiber liegender Kanten)

fiinfzehn Symmetrieebenen (durch gegeniiber liegende und parallele Kanten)

eine Punktsymmetrie zum Zentrum

Die Dodekaedergruppe hat 120 Elemente.

1.4.3 Beziehungen zu anderen Polyedern

e Dualitat
Das Dodekaeder ist zum Ikosaeder dual.

o Weitere Korper mit der Dodekaedergruppe, konstruiert aus Dodekaeder und Ikosa-
eder:

— das abgestumpfte Dodekaeder mit 12 Zehnecken und 20 Dreiecken
— das ITkosidodekaeder mit 12 Fiinfecken und 20 Dreiecken

— das abgestumpfte Ikosaeder mit 12 Fiinfecken und 20 Sechsecken
— das Rhombentriakontaeder mit 30 Rhomben als Flichen

e cinbeschriebener Wiirfel
Aus den Kanten des Dodekaeders kann man drei Paare gegeniiber liegender Kanten
so auswahlen, dass diese Paare drei kongruente, zueinander paarweise orthogonale
Quadrate aufspannen. Die restlichen acht Ecken bilden die Ecken eines (dem Dode-
kaeder eingeschriebenen) Wiirfels. Insgesamt gibt es fiinf derartige Positionen.



1.5 Ikosaeder

Tkosaeder (griech.): eikosdedron = Zwanzigflachner
Das Ikosaeder ist ein Korper mit zwanzig kongruenten gleichseitigen Dreiecken als Fléchen,
dreiflig gleich langen Kanten und zwolf Ecken, in denen jeweils fiinf Flichen zusammen-

treffen. }w‘\
&7

1.5.1 Formeln

Seitenfliche A=1V3-d®

Oberfléiche O=20-A=5V3a

Volumen VIQO'%'R['A:%C))—F\/S)'CL?’
Umkugelradius | Ry = im -a

Inkugelradius | R; = 5v3(3+5) - a

1.5.2 Symmetrie

Das Tkosaeder hat

sechs fiinfz&hlige Drehachsen (durch gegeniiber liegende Ecken)

zehn dreizihlige Drehachsen (durch Mittelpunkte gegeniiber liegender Fliachen)
fiinfzehn zweizihlige Drehachsen (durch Mittelpunkte gegeniiber liegender Kanten)

fiinfzehn Symmetrieebenen (durch gegeniiber liegende und parallele Kanten)

eine Punktsymmetrie zum Zentrum

Die Tkosaedergruppe ist gleich der Dodekaedergruppe (120 Elemente).

1.5.3 Beziehungen zu anderen Polyedern

e Dualitat
Das Ikosaeder ist zum Dodekaeder dual.

o Weitere Korper mit der Tkosaedergruppe, konstruiert aus Dodekaeder und Ikosaeder

e umschreibender Wiirfel
Unter den Kanten des Tkosaeders kénnen drei Paare gegeniiber liegender (also insge-
samt sechs) Kanten so auswihlt werden, dass diese Paare drei kongruente zueinander
paarweise orthogonale Rechtecke aufspannen. (Goldener Schnitt)

e umschreibendes Oktaeder
Die 24 restlichen Kanten begrenzen 8 Dreiecke, die in den Flichen eines umschrie-
benen Oktaeders liegen, wobei die Ecken des Tkosaeders auf dessen Kanten liegen.
Insgesamt gibt es fiinf derartige Positionen.



2 Eigenschaften

Grundlegende Eigenschaften der Platonischen Koérper

2.1 Eulerscher Polyedersatz

Seien E die Anzahl der Ecken, F die Anzahl der Flichen und K die Anzahl der Kanten
eines konvexen Polyeders, dann gilt:
E+F—-K=2

2.2 Anzahl

Es gibt nur genau diese fiinf Typen von platonischen Koérpern.

Der Beweis dafiir findet sich schon bei Euklid:

Bei einem Polyeder ist die Summe der Innenwinkel der an einer Ecke aufeinander tref-
fenden Fliachen kleiner als 360°. Wire sie genau 360°, wiirden die Flichen in einer Ebene
liegen; auch bei mehr als 360° wire keine Fcke mdglich. Andererseits miissen sich an jeder
Ecke eines Polyeders mindestens drei Fldchen treffen.

Sind bei einem Korper alle Seitenflichen

e gleichseitige Dreiecke (Innenwinkel 60°), kénnen an einer Ecke drei, vier oder fiinf
Dreiecke zusammen treffen (Winkelsumme 180°, 240°, 300°).

e Quadrate (Innenwinkel 90°), kénnen an einer Ecke drei zusammen treffen (Winkel-
summe 270°).

e regelmifige Fiinfecke (Innenwinkel 108°), kénnen an einer Ecke drei zusammen tref-
fen (Winkelsumme 324°).

Konstruktion eines Tkosaeders:

Man bildet zu einem Fiinfeck ein Antiprisma. Setzt man auf die Basis und auf die Deck-
flache jeweils eine fiinfseitige Pyramide auf, so erhilt man das Ikosaeder mit 12 Ecken
und 20 gleichseitigen Dreiecken.

Das Dodekaeder ergibt sich als duales Polyeder.

Diese fiinf platonischen Korper sind einzigen konvexen Korper dieser Art.

Weitere Polyeder mit regelméfigen Vielecken als Seitenflichen ergeben sich nur, wenn
Vielecke mit unterschiedlicher Eckenzahl zugelassen werden (archimedische Korper), sowie
Koérper, bei denen nicht an jeder Ecke gleich viele Vielecke zusammentreffen.

2.3 Dualitat

Verbindet man die Mittelpunkte benachbarter Seitenflichen eines platonischen Koérpers,
so erhdlt man (mit den Verbindungslinien als Kanten) wieder einen platonischen Kor-
per mit demselben Mittelpunkt. Dieser Kérper wird als Dualkérper zum Ausgangskorper
bezeichnet.

Konstruiert man den zum Dualkérper dualen Kérper, so erhélt man einen (verkleinerten)
platonischen Koérper des Ausgangstyps mit gleichem Mittelpunkt.



2.4 Symmetrie

Die platonischen Korper zeigen grofitmogliche Symmetrie:

Die Symmetriegruppe wirkt transitiv auf den Ecken, Kanten, Flichen und auf Fahnen.
Duale platonische Kérper haben dieselbe Symmetriegruppe. Daher gibt es drei dieser
Gruppen: die Tetraedergruppe, die Oktaedergruppe und die Tkosaedergruppe.

2.5 Beriihrende Kugeln

Jeder platonische Korper hat eine Inkugel, die alle seine Fléchen beriihrt, eine Umku-
gel, auf der alle seine Ecken liegen, sowie eine Kantenkugel, auf der die Mittelpunkte
der Kanten liegen. Der gemeinsame Mittelpunkt dieser drei Kugeln ist das Zentrum des
platonischen Kérpers.

2.6 Platonische Korper als regulire Parkettierungen der Sphéire

Projiziert man die Kanten eines platonischen Korpers aus dem Mittelpunkt auf eine Kugel
mit demselben Mittelpunkt, so erhilt man eine Parkettierung der Kugeloberfliche durch
zueinander kongruente regelmifige sphérische Vielecke, wobei in jeder Ecke gleich viele
Kanten (unter gleichen Winkeln) zusammentreffen. Diese Parkettierungen haben dieselben
Symmetrien und dieselben Dualitidtsbeziehungen wie die Ausgangskorper.

3 Geschichtliches

Den Pythagorédern (6.Jh.v.Chr.) waren Tetraeder, Wiirfel, und Dodekaeder bekannt. Theai-
tetos (4.Jh.v.Chr.) kannte auch Oktaeder und Ikosaeder, wobei das Oktaeder vermutlich
vorher nur deshalb nicht beachtet wurde, weil es als Doppelpyramide gesehen wurde. Der
griechische Philosoph Platon (um 300 v.Chr.) hat die Korper ausfiihrlich beschrieben und
sie den Elementen des platonischen Weltbildes zugeordnet.

4 Vorkommen

e Spielwiirfel (Gliicksspiele)

e Kunst

e Natur
Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder und Dodekaeder kommen in der Natur als (idealisierte)
Kristalle vor (Kochsalz und Alaun bilden Wiirfelkristalle; reines Alaun kristallisiert
als Oktaeder).

Mineralien kénnen mehrere kubische Formen annehmen (Pyrit kommt sowohl als
Wiirfel, als auch als Oktaeder oder Dodekaeder vor).

Das Tkosaeder ist eine Strukturform, wie sie bei Clustern beobachtet wird.



